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Abstract

Isotropic Spherical 6R Serial Manipulator for Any Orientat ion of its End-Effector

A manipulator is said isotropic if the product of the jacobian matrix by its transpose is equal to a
multiple of the identity matrix. In this state, the manipulator exhibits its best kinematic properties.
In this paper, we show that there exist a serial 6R spherical manipulator for which the end-effector
can reach any orientation while constantly being at isotropy. Joints 2 and 5 are kept fix, while the
4 others joints allow to reach any orientation. To our knowledge of the litterature, this manipulator
is the only serial spherical one which maintain isotropy throughout its entire workspace.

Keywords: Isotropy, spherical manipulator, redundancy, kinematics

Résuḿe
Un manipulateur est dit isotrope si le produit de sa matrice jacobienne par sa transposée est un mul-
tiple de la matrice identité. Dans cet état, le manipulateur démontre des propriétés cinématiques
optimales. Dans cet article, nous montrons qu’il existe un manipulateur sériel 6R sphérique dont
l’effecteur peut atteindre toutes orientations en état constant d’isotropie. Les articulations 2 et 5
sont fixes, alors que les 4 autres permettent d’atteindre toutes les orientations.̀A notre connais-
sance, ce manipulateur est le seul manipulateur sériel sphérique dans la littérature à conserver une
configuration isotrope sur tout son espace de travail.

Mots-clé: Isotropie, manipulateur sphérique, redondance, cinématique
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1 INTRODUCTION

Le concept d’isotropie a été utilisé dans plusieurs domaines pour décrire des propriétés égales
dans toutes les directions. Dans le domaine de la cinématique des manipulateurs robotiques, ce
concept peut être appliqué à la transmission des vitesses articulaires en vitesses de l’effecteur.
Ainsi, lorsque la matrice jacobienne d’un manipulateur estisotrope, les articulations motorisées
ont, à cette configuration, la capacité de produire des vitesses égales dans toutes les directions.

Dans [1], le concept d’isotropie a été utilisé pour concevoir des manipulateurs sériels redondants
pour lesquelles certaines règles peuvent être énoncées. L’isotropie d’un manipulateur sérielnR
n’est pas affectée par la position de la première et de la dernière articulations, soient1 et n. Si
l’effecteur a une ou plusieurs articulations rotoides et une ou plusieurs articulations prismatiques,
alors il est nécessaire de rendre la matrice jacobienne adimensionelle en utilisant une longueur
caractéristique. Dans le cas de manipulateurs à mobilit´e sphérique, la matrice jacobienne a déjà
des dimensions homogènes. En général, un manipulateur qui peut atteindre l’isotropie en au moins
une configuration est qualifié d’isotrope.

Nous avons donné en [2] des exemples d’ensembles de vecteurs unitaires isotropes pourn = 3,
n = 4 etn = 5. De plus, nous avons donné en [3] une méthode de construction permettant d’obte-
nir des ensembles isotropes de vecteurs pour2 < n < 40.

Dans [4], il est démontré qu’il existe 8 manipulateurs sériels 4R sphériques pouvant atteindre l’iso-
tropie à une configuration de leur espace de travail. Une courbe continue, ou une surface connexe,
sont dites isotropes pour un manipulateur donné si lorsquel’effecteur de ce manipulateur peut par-
courir cette courbe, ou cette surface, tout en conservant entout point une configuration isotrope.
Les travaux sur les parcours isotropes continus sont peu nombreux. La plupart traitent de manipu-
lateurs ayant un nombre fini de configurations isotropes fixes.

Dans [3], nous avons démontré l’existence de telles courbes et surfaces isotropes pour lesquelles
il existe un manipulateur 6R sphérique capable de les parcourir tout en gardant constamment une
configuration isotrope.

Dans le présent article, nous démontrons qu’il existe un manipulateur sériel 6R sphérique dont
l’effecteur peut atteindre n’importe quelle orientation tout en conservant une configuration iso-
trope. Contrairement au manipulateur sphérique de cet article, le manipulateur sphérique présenté
dans [3] ne peut garder de maniére continue une configuration isotrope que sur une demi-sphère.

À notre connaissance, le manipulateur présenté dans cet article est le seul manipulateur sériel
sphérique dans la littérature à conserver une configuration isotrope sur tout son espace de travail.

2009 CCToMM M3 Symposium 2



2 DÉFINITONS

La relation cinématique entre le vecteur vitesse angulaire de l’effecteur, appeléω, et le vecteur
vitesse des articulations, appeléθ̇, d’un manipulateur sphérique ayantn articulations rotoides en
série est donné par [5] :

ω = Jθ̇, θ̇ ≡ [θ̇1 θ̇2 · · · θ̇n]T , J ≡ [e1 e2 · · · en] (1)

oùei est un vecteur unitaire indiquant, pour laième articulation, l’orientation de l’axe ainsi que la
direction de rotation autour de celui-ci . Puisque les vecteursei sont de dimension3 × 1, alorsJ
est de dimension3 × n, ω est de dimension3 × 1 et θ̇ est de dimensionn × 1. De plus,J est la
matrice jacobienne associée au manipulateur, et elle décrit plusieurs de ses propriétés cinématiques.

Un manipulateur décrit par l’éq.(1) est dit isotrope si

JJT = λ1, ∀λ ∈ IR > 0 et 1 matrice identité de IR3 (2)

PuisqueJ dépend de la position articulaireθ, il suffit de trouver au moins une position articu-
laire θI telle que l’eq.(2) est satisfaite pour pouvoir qualifier le manipulateur d’isotrope. Il a été
démontré en [4] que cette position isotrope est toujours indépendante deθ1 et θn. C’est-à-dire que
l’isotropie est conservée.

Les propriétés suivantes ont été démontrées en [2] et[4] :

Propriété 1: SoitJ = [e1 e2 · · · en] etJJT = λ1, alorsλ = n

3
.

Propriété 2: L’isotropie d’un ensemble de vecteurs unitaires{ei}
n

1 est conservée par toute isométrie.

Propriété 3: L’isotropie d’un ensemble de vecteurs unitaires{ei}
n

1 est conservée par toute rota-
tion autour dee1 eten.

En vertu de la propriété 3, toute position articulaire isotropeθI (telle que l’eq.(2) est satisfaite)
est toujours indépendante deθ1 et θn, c’est-à-dire queθI = [θ2 · · · θn−1]

T .

3 FORMULATION DU PROBL ÈME

Un manipulateur sphérique centré enO a tous ses axes de rotationei qui se coupent enO. Sur
la sphère de rayon unitaire(R = 1) la membrure qui relie deux articulations successives peut donc
être circulaire et de longueurL = Rα = α oùα est l’angle entre les axes de rotation consécutifs,
c’est-à-direαi = (êi, ei+1). Il s’en suit qu’un manipulateur sériel sphérique est géométriquement
entiérement déterminé par la connaissance des angles{αi}

n−1

i=1 . Évidement, tous ces angles doivent
être constants, ce qui revient à dire que le produit scalaire entre les vecteurs unitairesei etei+1 des
deux axes de rotation consécutifs doit rester constant pendant tout déplacement.

Les vecteursei de la matrice jacobienne d’un manipulateur sphérique ont tous leurs points as-
sociés qui appartiennent à la sphère unitaireS. Dans l’espace IR3 ayant(O, i, j,k) pour repére,
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pour tout point M deS, il existeθ ∈ [0, 2π] etφ ∈ [0, π] tels que les coordonnées de M sont :

OM = [−sin(φ)cos(θ) sin(φ)sin(θ) − cos(φ)]T (3)

Pour un manipulateur sériel 6R sphérique, nous cherchonsun ensemble de vecteurs{ei}
6
1 tel

que l’éq.(2) est satisfaite pour toutes orientations de l’effecteur. En vertue de la propriété 3, toutes
les orientations de l’effecteur autour dee6 sont automatiquement satisfaites. Ainsi, il suffit de po-
sitionner le pointM associé au vecteure6 en tout point de la sphère unitaireS pour produire toutes
les orientations possibles de l’effecteur.

Prenonse6 = OM de maniére à ce que la sixiéme articulation puisse se positionner en tout point
deS, et choisissons ensuite{ei}

5
1 de telle maniére que tous les produits scalairesei

Tei+1 soient
constants∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π]. Ainsi, la matrice jacobienne suivante est obtenue

J =





−sin(φ)cos(θ) sin(θ) cos(φ)cos(θ) −sin(θ) cos(φ)cos(θ) −sin(φ)cos(θ)
sin(φ)sin(θ) cos(θ) −cos(φ)sin(θ) −cos(θ) −cos(φ)sin(θ) sin(φ)sin(θ)

cos(φ) 0 sin(φ) 0 −sin(φ) −cos(φ)





On vérifie aisément que∀(θ, φ) ∈ [0, 2π]× [0, π], ∀i ∈ [1 · · · 5], nous avonsei
Tei+1 = 0. Outre

leurs produits scalaires successifs constants∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π], les vecteurs{ei}
6
i=1 ont été

choisis de telle maniére queJJT = λ1 avecλ = 2, c’est-à-dire pour queJ soit une matrice iso-
trope. Puisquen = 6 on a donc d’aprés la propriété 1 ci-dessus,λ = 6

3
= 2.

Le manipulateur 6R sphérique isotrope associé àJ gardera donc une position isotrope sur tout
parcours effectué surS, et il gardera une géométrie invariable lors de ses déplacements surS. Ce
manipulateur est donc isotrope pour toutes les orientations de son effecteur.

Pour nous placer dans une optique plus habituelle de conception d’un manipulateur, nous cher-
chons à obtenir un manipulateur dont le premier vecteur de la matrice jacobienne qui lui est as-
sociée soit constant. Nous transformons doncJ = [e1 · · · e6] en J′ = [e′

1 · · · e′
6] où e′

1 est
constant. Sans perte de généralité et pour plus de commodité, nous fixonse′

1 = k = [0 0 1]T .

Soit le vecteure = e1×k

‖e1×k‖
, la rotation autour du vecteure et d’angleφ qui améne le vecteure1 sur

k. La rotation d’un angleφ autour dee a pour matriceQ = eeT + cos(φ)(1− eeT ) + sin(φ)E où
E est la matrice produit vectoriel du vecteure. On a alors

Q =





1 − (1 − cos(φ))cos2(θ) sin(θ)cos(θ)(1 − cos(φ)) sin(φ)cos(θ)
sin(θ)cos(θ)(1 − cos(φ)) 1 − (1 − cos(φ))sin2(θ) −sin(φ)sin(θ)

−sin(φ)cos(θ) sin(φ)sin(θ) cos(φ)



 (4)

d’où

J1 = QJ =





0 sin(θ) cos(θ) −sin(θ) cos(2φ)cos(θ) −sin(2φ)cos(θ)
0 cos(θ) −sin(θ) −cos(θ) −cos(2φ)sin(θ) sin(2φ)sin(θ)
1 0 0 0 −sin(2φ) −cos(2φ)



 (5)
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FIG. 1 – Manipulateur sériel 6R sphérique isotrope pourθ2 = θ5 = π/2

En vertu de la propriété 2, l’isométrieQ permet de conserver l’isotropie deJ versJ1. De la matrice
J1, nous déduisons la matriceJ′ par un simple changement de variable, c’est-à-dire :

J′ =





0 sin(θ) cos(θ) −sin(θ) cos(φ)cos(θ) −sin(φ)cos(θ)
0 cos(θ) −sin(θ) −cos(θ) −cos(φ)sin(θ) sin(φ)sin(θ)
1 0 0 0 −sin(φ) −cos(φ)



 (6)

Nous avons bienJ’J’ T = λ1 avecλ = 2 puisque, d’aprés la propriété 2, les isométries
conservent l’isotropie. Les rotations conservent les angles donc le manipulateur associé à la ma-
trice jacobienneJ’ est simplement le manipulateur associé à la matrice jacobienneJ vu sous un
autre angle.

4 PARAM ÈTRES DE DENAVIT -HARTENBERG DU MANIPULATEUR ISOTROPE

Les paramétres de Denavit-Hartenberg associés au manipulateur isotrope sont obtenus comme
suit : toutes les directions{zi}

6

i=1
des vecteurs{ei}

6

i=1
se coupent au centreO de la sphère uni-

taire. Donc les axes{xi}
6

i=1
sont tels quexi = ei−1 × ei. Les anglesαi = ̂(zi, zi+1) sont mesurés

par rapport à l’orientation positive dexi+1. Les anglesθi = ̂(xi,xi+1) sont mesurés par rapport à
l’orientation positive dezi.

Selon la méthode de Denavit-Hartenberg, l’orientation des axesxi est choisie tel que montré au
Tableau 1.
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x2 x3 x4 x5 x6

−cos(θ) 0 0 sin(φ)cos(θ) −sin(θ)
sin(θ) 0 0 −sin(φ)sin(θ) −cos(θ)

0 −1 −1 cos(φ) 0

TAB. 1 – Orientation des axesxi

Puisqueαi = ̂(zi, zi+1), on acos(αi) = e′T
i
e′

i+1. Ainsi les angles entre les axes{zi}
6

1
des

articulations successives, mesurés par rapport à l’orientation positive dexi+1, sont entiérement
déterminés par la connaissance des vecteurs colonnes de la matrice jacobienne. Les coordonnées
des vecteurs{xi}

6
i=2, du tableau 1, nous donnent‖x2‖ = ‖x3‖ = ‖x4‖ = ‖x5‖ = ‖x6‖ = 1. De

plus, tous les produits scalaires de deux axesei consécutifs sont nuls, c’est-à-dire :e′
i

T
e′

i+1 = 0
∀i ∈ [1 · · · 5], on a alorsαi = π

2
∀i ∈ [1 · · ·5]. Lesxi etei, nous permettent d’avoir les valeurs des

anglesθi montrées au Tableau 2. Apparament, les valeurs deθ1 et θ6 n’influent pas sur l’isotropie
du manipulateur, tel que le montre la propriété 3.

i 1 2 3 4 5 6
αi 90◦ 90◦ 90◦ 90◦ 90◦ ∗
θi θ1 ±90◦ θ3 θ4 ±90◦ θ6

TAB. 2 – Paramètres de Denavit-Hartenberg du manipulateur associé àJ′

FIG. 2 – Les trois dernières membrures du manipulateur isotrope pourθ5 = π/2
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Les valeurs de{ai}
5
i=1 et {bi}

5
i=1 sont toutes nulles puisque tous les axes{zi}

6
i=1 se coupent

enO, doncai = distance(zi, zi+1) = 0 ∀i ∈ [1 · · · 5]. On a aussixi = e′
i−1 × e′

i, les axesxi se
coupent aussi tous enO. Or, |bi| = distance(xi,xi+1) doncbi = 0 ∀i ∈ [1 · · · 5]. La figure 1 montre
le nouveau manipulateur sériel sphérique isotrope résultant des Tableaux 1 et 2.

Les valeurs de tous les angles{αi}
5
1 sont constantes et le manipulateur 6R sphérique qui en découle

peut décrire toute la sphère comme surface isotrope tant qu’il ne se produira pas de collision entre
ses articulations. Sa matrice jacobienne reste donc isotrope en chacun des points de cette sphère,
quelque soit le parcours choisi sur celle-ci.

Il faut noter dans le Tableau 2 que les anglesθ2 et θ5 doivent être maintenus constants à±90 deg,
les autres angles pouvant prendrent n’importe quelle valeur. Les figures 2 et 3 montrent les trois
derniéres et les trois premiéres membrures du manipulateur avecθ2 = θ5 = π/2. Il est apparent sur
la figure 2 que les vecteurse4, e5 ete6 forment toujours un ensemble orthogonal quelque soientθ4

etθ6. De même, il est aussi apparent sur la figure 3 que les vecteurse1, e2 ete3 forment toujours un
ensemble orthogonal quelque soientθ1 et θ3. Noter que les deux ensembles orthogonaux{ei}

3
1 et

{ei}
6
4 peuvent subir toute isométrie relative tout en maintenantl’isotropie deJ′, c’est pourquoiθ4

peut prendre n’importe quelle valeur sans changer l’isotropie deJ′. De même, la membrure3 d’un
angleα3 (la derniére montrée à la fig. 3) peut aussi prendre n’importe quelle longueur sans chan-
ger l’isotropie deJ′. Sans perte de généralité, nous avons arbitrairement choisi α3 = π/2. Il est

FIG. 3 – Les trois premières membrures du manipulateur isotrope pourθ2 = π/2

intéressant de noter que bien que l’on ait un manipulateur 6R, seulement 4 articulations sont effec-
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Figure 4 : Parcourt dee6 Figure 5 : Parcourt dee5

tivement utilisées pour produire toutes les orientationsde l’effecteur. Les articulationsθ2 et θ5 ne
tournent jamais, et donc, il n’est pas nécessaire d’y installer de moteur. Cependant, la présence de
leurs axes de rotation est nécessaire à l’isotropie deJ′. Les axese2 et e5 permettent de compléter
les capacités de mobilité des autres axes, et ainsi, d’obtenir une capacité de mobilité égale dans
toutes les directions, soit l’isotropie deJ′ et de son manipulateur associé. Les articulations2 et
5 sont appeléesarticulations virtuelles, puisqu’elles doivent être présentes, sans jamais tourner.
Ainsi, le manipulateur sériel 6R sphérique isotrope peutêtre réalisé avec un manipulateur sériel
4R sphérique auquel deux articulations virtuelles sont ajoutées. La matrice jacobienne associée au
6R (le 4R avec 2 articulations virtuelles) sera toujours isotrope, alors que celle du 4R ne sera pas
nécessairement isotrope sans les 2 articulations virtuelles.

Figure 6 : Parcours dee4 Figure 7 : Parcours dee3 Figure 8 : Parcours dee2

C
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5 EXEMPLE DE TRAJECTOIRE ISOTROPE CONTINUE

Soit la courbeℑ définie par :

ℑ = {M ∈ S, OM = [−sin(φ)cos(2φ) sin(φ)sin(2φ) − cos(φ)]T∀φ ∈]0, π[} (7)

La figure 4 illustre (en pointillé rouge) la courbe parcourue par la derniére articulatione6 du ma-
nipulateur, soit la courbeℑ requise. Les figures 4 à 7 illustrent (en pointillé rouge) les courbes
parcourues par les articulationse5 àe2, respectivement. L’articulatione1 étant fixe, elle n’est donc
pas illustrée. En tous points de cette courbe, le manipulateur 6R a une matrice jacobienneJ′ iso-
trope.

6 ESPACE DE TRAVAIL

Les coordonnées du vecteure6 qui porte l’axe de la dernière articulation sont

e6 = [−sin(φ)cos(θ) sin(φ)sin(θ) − cos(φ)]T (8)

SoitM(x, y, z), un point quelconque deS, on a alorsx2 + y2 + z2 = 1. Pour savoir si la derniére
articulation du manipulateur associé àJ′ peut atteindre tout point deS, il suffit de montrer qu’il
existe(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π] tel que

−sin(φ)cos(θ) = x, sin(φ)sin(θ) = y, −cos(φ) = z (9)

Nous avons alorsM ∈ S =⇒ z ∈ [−1, 1] =⇒ cos(φ) = −z admet pour solutionsφ0 =
arccos(−z).

On a la résolution du systéme suivant pourφ0 6= 0

cos(θ) = −
x

sin(φ0)
, sin(θ) =

y

sin(φ0)
(10)

qui admet une solutionθ puisque nous avons bienx2 + y2 = sin2(φ). Si φ0 = 0 alors on a
M = (0, 0,−1), c’est-à-dire, la position du pôle sud de la sphère.

Par conséquent, siφ 6= 0 ∃θ0 ∈ [0, 2π] tel que (10) soit vérifié, donc∃(θ0, φ0) ∈ [0, 2π]× [0, π] tel
que (9) soit vérifié, ainsi la dernière articulation du manipulateur associé àJ′ peut atteindre tout
point deS à la condition qu’il n’y ait pas de collision entre les articulations lors des déplacements.

7 CONCLUSIONS

Il existe un manipulateur sériel 6R sphérique dont la matrice jacobienneJ’ est isotrope pour
toutes orientations de son effecteur si certaines conditions géométriques sont respectées. Ainsi, les
membrures doivent être de longueurαi = π/2, sauf pourα3 qui peut prendre n’importe quelle

2009 CCToMM M3 Symposium 9



valeur. De même, les articulationsθ2 et θ5 doivent être maintenues àπ/2 pour toutes orientations
de l’effecteur. Ainsi, les articulationsθ1, θ3, θ4 etθ6 permettent de parcourir toutes les orientations
de l’effecteur en maintenant toujours l’état d’isotropie. À notre connaissance, ce manipulateur
sériel 6R sphérique est le seul manipulateur sériel sph´erique dans la littérature à conserver une
configuration isotrope sur tout son espace de travail.
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